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Tarihçe

Mart 1880, Notes on the "15" Puzzle

American Journal of Mathematics, Vol. 2, No. 4. 397-404

Woolsey Johnson and William E. Story.
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Permütasyonlar

S sonlu elemanı olan bir küme olsun. S den S kümesine tanımlanmış
birebir ve örten her fonksiyona S nin bir permütasyonu denir.

Örnek: S = {A,B,C ,D} olsun.

f (A) = B, f (B) = D, f (C) = A, f (D) = C şeklinde tanımlanan
f : S → S fonksiyonu S’nin bir permütasyonudur.

A B C D

A B C D

f =
(

A B C D
B D A C

)
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Permütasyonlar

S = {1, 2, . . . , n} olsun. S nin her permütasyonunu

f =
(

1 2 3 · · · n
f (1) f (2) f (3) · · · f (n)

)
şeklinde gösterebiliriz.

S’nin permütasyonlarının sayısı n · (n − 1) · (n − 2) · · · 3 · 2 · 1 = n!’dir.

Permütasyonları çarpabiliriz, örneğin:

f =
(

1 2 3 4
2 4 3 1

)
, g =

(
1 2 3 4
4 3 2 1

)
için

f · g =
(

1 2 3 4
3 1 2 4

)
, g · f =

(
1 2 3 4
1 3 4 2

)
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Permütasyonlar

e =
(

1 2 3 · · · n
1 2 3 · · · n

)
permütasyonuna birim permütasyon diyelim.

Herhangi bir f permütasyonu için f · e = f ve e · f = f olur.

Her permütasyonun tersi vardır:

f =
(

1 2 3 4 5 6
3 4 5 6 1 2

)
f −1 =

(
1 2 3 4 5 6
5 6 1 2 3 4

)

f · f −1 = f −1 · f = e.
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Döngüler

f =
(

1 2 3 4 5 6
3 2 4 5 1 6

)
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Döngüler

f =
(

1 2 3 4 5 6
3 2 4 5 1 6

) 1
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Döngüler

f =
(

1 2 3 4 5 6
3 2 4 5 1 6

) 1

3

4

5

g =
(

1 2 3 4 5 6 7
1 7 5 3 6 2 4

) 2
7

4
3

5

6

Bu tip permütasyonlara döngü diyelim.

Döngüleri f = (1, 3, 4, 5) ve g = (2, 7, 4, 3, 5, 6) şeklinde gösterelim.
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Döngüler

Teorem
Her permütasyon döngülerin çarpımı olarak, sadece bir şekilde, yazılabilir.
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Döngüler

Teorem
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)
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(

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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)

d2 =
(

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 6 7 4 5 3 2 8 9 10

)

d3 =
(

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 2 3 4 5 6 7 10 8 9

)

f permütasyonunu f = d1 · d2 · d3 = (1, 4, 5)(2, 6, 3, 7)(8, 10, 9) şeklinde
yazabiliriz.
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Yer değiştirmeler

2 uzunluğundaki bir döngüye yer değiştirme (transpozisyon) denir.

f =
(

1 2 3 4 5 6 7 8
1 2 8 4 5 6 7 3

)

24 / 40



Yer değiştirmeler

2 uzunluğundaki bir döngüye yer değiştirme (transpozisyon) denir.

f =
(

1 2 3 4 5 6 7 8
1 2 8 4 5 6 7 3

)

24 / 40



Yer değiştirmeler

2 uzunluğundaki bir döngüye yer değiştirme (transpozisyon) denir.

f =
(

1 2 3 4 5 6 7 8
1 2 8 4 5 6 7 3

)
3 8

24 / 40



Yer değiştirmeler

2 uzunluğundaki bir döngüye yer değiştirme (transpozisyon) denir.

f =
(

1 2 3 4 5 6 7 8
1 2 8 4 5 6 7 3

)
3 8
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Yer değiştirmeler

Teorem
Her permütasyon yer değiştirmelerin çarpımı olarak yazılabilir.

1. İspat:

2. İspat: Her permütasyonun döngülerin çarpımı olarak yazılabileceğini
gördük. Dolayısıyla, her döngünün yer değiştirmelerin çarpımı olarak
yazılabileceğini göstermemiz yeterli.
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yazılabileceğini göstermemiz yeterli.
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Yer değiştirmeler

f =
(

1 2 3 4 5 6
3 2 5 4 6 1

)
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f = (1, 3)(1, 5)(1, 6) = t1 · t2 · t3 şeklinde yazabiliriz.
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f = (1, 3)(1, 5)(1, 6) = t1 · t2 · t3 şeklinde yazabiliriz.

Dikkat, bunu farklı şekilde de yapabilirdik!
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f = (2, 4)(5, 6)(5, 1)(5, 3)(2, 4) = T1 · T2 · T3 · T4 · T5 şeklinde de
yazabiliriz.
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Yer değiştirmeler

Genel olarak, f = (a1, a2, . . . , ak) bir döngü ise f ’yi

f = (a1, a2)(a1, a3) · · · (a1, ak−1)(a1, ak)

şeklinde yer değiştirmelerin çarpımı olarak yazabiliriz.

Yukarıda da gözlemlediğimiz gibi bunu farklı şekillerde yapabiliriz.

f =
(

1 2 3 4 5 6
3 2 5 4 6 1

)

f = (1, 3)(1, 5)(1, 6) = (2, 4)(5, 6)(5, 1)(5, 3)(2, 4)
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Ana Teorem

Teorem
Bir permütasyonunun yer değiştirmelerin çarpımı olarak yazımında, yer
değiştirmelerin sayısı ya hep çifttir ya da hep tektir.

İspat: Öncelikle permütasyonları iki sınıfa ayıralım:
Daha önce gözlemlediğimiz gibi her permütasyon döngülerin çarpımı şek-
linde yazılabilir.
Bu yazımdaki döngülerin sayısına bakalım (bir uzunluğundaki döngüler da-
hil). Bu sayı çift ise permütasyona A tipi, tek ise B tipi diyelim.

Örneğin:(
1 2 3 4 5 6 7
1 3 4 2 6 7 5

)
= (1)(2, 3, 4)(5, 6, 7) B tipi(

1 2 3 4 5 6 7
2 1 4 5 3 6 7

)
= (1, 2)(3, 4, 5)(6)(7) A tipi
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Ana Teorem

f bir permütasyon olsun ve (a, b) de bir yer değiştirme olsun.
f , p tane döngünün çarpımı olarak yazılmış olsun.

1. Durum: a ve b, f deki döngülerden aynı döngü içinde.

(a, a1, a2, . . . , am, b, b1, b2, . . . , bk)·(a, b) = (a, a1, . . . , am)(b, b1, b2, . . . , bk)

Dolayısıyla f · (a, b) permütasyonu p + 1 tane döngünün çarpımı olarak
yazılır.

2. Durum: a ve b, f deki farklı döngülerin içinde.

(a, a1, a2, . . . , am)·(b, b1, b2, . . . , bk)·(a, b) = (a, a1, . . . , am, b, b1, b2 . . . , bk)

Dolayısıyla f · (a, b) permütasyonu p − 1 tane döngünün çarpımı olarak
yazılır.

Sonuç olarak: f ve f · (a, b) nin tipleri farklıdır.
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Ana Teorem

Daha genel olarak:

f bir permütasyon ve t1, t2, . . . , tk de yer değiştirmeler olsun.

Eğer k çift ise f ve f · t1 · t2 · · · tk aynı tiptendir.
Eğer k tek ise f ve f · t1 · t2 · · · tk farklı tiptendir.

Ana Teoremin İspatı: f bir permütasyon olsun. f nin iki farklı şekilde
yer değiştirmelerin çarpımı olarak yazıldığını varsayalım:

f = t1 · t2 · · · tk ve f = T1 · T2 · · ·Tm

e birim permütasyon olmak üzere

f = e · f = e · t1 · t2 · · · tk ve f = e · f = e · T1 · T2 · · ·Tm

olduğundan, e · t1 · t2 · · · tk ve e · T1 · T2 · · ·Tm aynı tipte olmak
zorundadır.
Dolayısıyla, k ve m sayılarından birisi çift diğeri tek olamaz.
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Tek ve çift permütasyonlar

Tek sayıda yer değiştirmenin çarpımı olarak yazılan permütasyonlara tek
permütasyon, çift sayıda yer değiştirmenin çarpımı olarak yazılan
permütasyonlara çift permütasyon diyelim.
Ana teoremden dolayı her permütasyon ya çifttir ya da tektir.

Örneğin:(
1 2 3 4 5 6 7
2 1 4 5 3 6 7

)
= (1, 2)(3, 4)(3, 5) tek permütasyondur.(

1 2 3 4 5 6 7
2 1 4 5 3 7 6

)
= (1, 2)(3, 5)(3, 4)(6, 7) çift permütasyondur.

Birim permütasyon e = (1, 2)(2, 1) olduğundan çift permütasyondur.

S = {1, 2, 3, . . . , n} kümesinin n!
2 tane çift ve n!

2 tane tek permütasyonu
vardır.
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15 Bulmacası

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 15 14 16

Oyunun çözümü {1, 2, 3, . . . , 16} kümesinin bir permütasyonudur.

Eğer parçaları yerinden sökebilseydik (14, 15) yer değiştirmesi ile oyunu
çözebilirdik.

Parçaları kaydırarak yaptığımız her çözümde çift sayıda yer değiştirme
olmak zorunda. Dolayısıyla parçaları kaydırarak bulmacayı çözemeyiz.
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15 Bulmacası

Genel olarak, başlangıç durumu bir tek permütasyon ise bulmacanın
çözümü yoktur.

Teorem
15 bulmacasının başlangıç durumu bir çift permütasyon ise çözümü
vardır.

2 1 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 15 14
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15 Bulmacası

1 2 3 4

5 9 7 8

6 10 11 12

13 15 14

Dolayısıyla, parçalar kare yerine daire olduğu durumda bulmaca
çözülebilir.
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100 yıl sonra, 1980 Ernő Rubik

Dinlediğiniz için teşekkür ederim!

40 / 40



100 yıl sonra, 1980 Ernő Rubik

Dinlediğiniz için teşekkür ederim!

40 / 40



100 yıl sonra, 1980 Ernő Rubik

Dinlediğiniz için teşekkür ederim!

40 / 40


